
1 * ممدوح أمین * 

   القیم القصوى المطلقة                                                            
  نظریة القیمة المتوسطة للمشتقات

      y =  f (x)     إذا كانت الدالة 
  معرفة ومتصلة على الفترة المغلقة[a , b ]    
  قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة(a  , b )  

   یحقق العلاقة التالیة ( a , b  ) في الفترة المفتوحة cحد علي الأقل   فأنھ یوجد عدد وا

ab
afbfcf





)()()(/

     

  .یعتمد على نظریة رول ویتجاوز مستوي المنھاج : البرھان 
  

   :  التفسیر الھندسي للنظریة 
  .c لنقطة  یوازي میل المماس للمنحني عند ا: A(a , f(a)) , B(b ,f(b)) حیث ABمیل المستقیم 

  

                     
 [2 , 0]الدالة متصلة ) 2(  الشكل                            [2,2-]الدالة متصلة على الفترة ) 1(الشكل 

 )  (2 , 0  الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة        )                      (2 , 2- الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة 
   المماس عند كل من          یوازي الوتر  المار                          =0xاس عند  المم

2
3;

2
  x=      

        (2 ,4) , (2, 0) یوازي الوتر المار بالنقطتین                                          (2,f(2)) , (f(-2),2-)بالنقطتین 
  

  
  )  8:12 (15، ص) 6:8 (14تمارین كراسة التمارین صتمارین أولا حل 

             
   مما یأتي تمرین          ثانیاً   في كل 

   [a , b]أثبت أن الدالة تحقق فروض نظریة القیمة المتوسطة في الفترة المعطاه   ) أ(

ab حیث (a , b) في c أوجد قیمة   ) ب(
afbfcf





)()()(/

   
 A=(a , f(a))     B=(b , f(b)) حیث ABأكتب معادلة الوتر   ) ت(
 c عند النقطة ABأكتب معادلة المماس الموازي للوتر  ) ث(
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2 * ممدوح أمین * 

(1) f (x) = x3 –2x2 +x                                    ; [0 , 2 ] 
  الحل 

f / (x) = 3x2 –4x +1 
   R  كثیرة حدود متصلة وقابلة للاشتقاق على مجموعة الأعداد الحقیقیة f (x)الدالة ) أ ( 
 الدالة f (x)  (2 , 0) و قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة [2, 0]  متصلة على الفترة المغلقة   
 الدالة f (x) تحقق فروض نظریة القیمة المتوسطة   .  

 ) ب(
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3c2  -4c +1 = 1                           3c2  -4c  = 0 
  c(3c – 4) = 0                            c =0  (0 , 2 )  ; c = 4/3  (0 , 2 ) 

   ABمعادلة الوتر ) ت (  
y-y1= m(x-x1) 
y-2= 1(x-2) = x-2                         y = x        

  f ( c )نوجد   .cمعادلة المماس للمنحني عند النقطة ) ث(
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y-y1= m(x-x1) 

27
32

3
4

27
4

27
4

27
4

3
4 )(1







xy
xy

xxy

 

 
(2) f(x) = x3 -3x2 +5                                           ;[ 1 , 3 ]  
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
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(3) 1
2)(
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xxf                    [ 2 , 4]  

……………………………………………………………………………………
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……………………………………………………………………………………
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……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………… 
 
(4) 2)(  xxf                                   ;  [ 2  , 3 ]  
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
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……………………………………………………………………………………
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(5)   xxf cos)(           ; [0 ,  ] 
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………… 

  [a  ,b]أتبت أن الدالة لا تحقق فروض نظریة القیمة المتوسطة على الفترة  : ثالثاً 
  

الدالة لا تحقق فروض نظریة القیمة المتوسطة إذ لم یتحقق أحد الشرطین أو كلاھما بمعني :       ملاحظة 
  )a  ,b( المفتوحة  أو غیر قابلة للاشتقاق على الفترة[a  ,b]إذا كانت الدالة غیر متصلة على الفترة   
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xf                               ; [0 , 3 ]       

……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………… 

 (2) 3
2

)( xxf                                                    ; [-1 , 1 ]  
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………… 
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5 * ممدوح أمین * 

(3) 1 xy                                 ;  [-2  , 1 ]  
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………… 

: على الفترة المعطاهأیاً من الدوال المبینة بالرسم تحقق فروض نظریة القیمة المتوسطة :رابعاً   
 

          
  

    , -] [ )2(          شكل                                      [4 , 4-]) 1(شكل
  

                     
  

  [ 2 , 0]) 4(                                                 شكل [ 5 , 1])  3(   شكل 
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6 * ممدوح أمین * 

 
   المتوسطة القیمة نظریة على تطبیقات 

  . [a , b]بتة على الفترة   دالة ثاf (x)  فأن  x[a , b ]  لكل f /(x) =0 :إذا كان) 1(نتیجة 
   . واوجد قیمة الثابت     دالة ثابتة y = sin-1 x + cos-1 xأثبت أن : تمرین     

0  :=                                         الإثبات
1

1

1

1
22

/ 








xx
y  

الدالة ثابتة و الثابت ھو  ...........  
  

 الدالة التزایدیة و الدالة التناقصیة (الدالة المطردة )  
 

         
     x2 > x1   → f (x2)  <  f (x1)  :تناقصیةال ةلدالا                  x2 > x1   → f (x2)  >  f (x1): تزایدیة ال ةالدال

                                       
 فأنھ  ) b, a(لة للاشتقاق على الفترة وقاب] b ,a[ دالة متصلة على الفترة  f) x(إذا كانت الدالة   )2( نتیجة

    [a , b] تزایدیة على الفترة f فأن الدالة  x (a ,b ):  لكل f /(x) >0إذا كانت )  أ (
    [a , b] تناقصیة على الفترة f فأن الدالة  x (a ,b ):  لكل f /(x) <0إذا كانت ) ب(

.تھا موجبة على نفس الفترة إذا كانت الدالة تزایدیة على فترة فمشتق. والعكس صحیح   
.                     وإذا كانت الدالة تناقصیة على فترة فمشتقتھا سالبة على نفس الفترة   

 

                     
  f(x)    دالة                             .............    f(x)    دالة                             .............    

  f /(x) > …..                                               f /(x) <……     
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7 * ممدوح أمین * 

  
   -: النسبیة القصوى القیم

  أولا عند النقاط الداخلیة 
      نقطة داخلیة فأنھ یكون c (a , b)  ،  [ a , b]إذا كانت الدالة معرفة على الفترة 

  . c  في فترة مفتوحة تحتوي x(f >) c(f     (   : إذا كانcللدالة قیمة عظمي نسبیة عند  )1(
  . c  في فترة مفتوحة تحتوي x(f  <) c(f    (   : إذا كانcللدالة قیمة صغري نسبیة عند  )2(
 

    النسبیة القصوى القیم و الاشتقاق بین العلاقة
   f / (c )=0  . فأن c  و الدالة قابلة للاشتقاق عند c إذا كانت للدالة قیمة قصوى محلیة عند نقطة داخلیة 

  
      الحرجة النقطة 

  . غیر موجودةf / (c)  أو f / (c)=0 إذا كان c  نقطة حرجة عند النقطة الداخلیة f(x)                للدالة 
 
    c الحرجة النقطة عند المحلیة القصوى للقیم الأولي المشتقة اختبار  
  أولا 

c النقطة الحرجة  
x >c x < c   

  f/ إشارة    +  -
 fسلوك الدالة   الدالة تزایدیة  الدالة تناقصیة

     قیمة عظمي محلیةcللدالة عند  
  :ثانیا 

c النقطة الحرجة  
x >c x < c   

  f/ إشارة    -  +
 fسلوك الدالة   الدالة تناقصیة  الدالة تزایدیة

     قیمة صغري  محلیةcللدالة عند 
  

 حدد فترات التزاید و التناقص و القیم عین النقاط الحرجة و:   f الأشكال التالیة تمثل الدالة  )1( تمارین 
  .القصوى المحلیة

  

                
   )2(الشكل                                                         )1(لشكل  ا     
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  2الشكل  1الشكل  
       النقاط الحرجة
      فترات التزاید

      فترات التناقص
      ظمي المحلیةالقیم الع

      المحلیةالصغري القیم 
 
عین النقاط الحرجة و حدد فترات التزاید و التناقص و القیم  : f /الأشكال التالیة تمثل الدالة المشتقة  )2(

  .القصوى المحلیة

          
  

  )4( الشكل )                                                                                3(الشكل 
  4الشكل  3الشكل  

       النقاط الحرجة
      فترات التزاید

      فترات التناقص
      القیم العظمي المحلیة

      القیم الصغري المحلیة
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9 * ممدوح أمین * 

  
   الطرفیة النقاط عند المحلیة القصوى القیم  

  ثانیاً عند النقط الطرفیة 
         فأنھ یكون c (a , b)  ،   [ a , b]إذا كانت الدالة معرفة على الفترة 

   .c, a [x ; )  x(f >) a(f     (   :إذا كان) نقطة طرفیة  (aللدالة قیمة عظمي نسبیة عند  )3(
 b, c (or x ; ) x(f >) b(f[       :إذا كان) نقطة طرفیة (b         للدالة قیمة عظمي نسبیة عند 

   .c, a [ x; ) x(f  <) a(f   (  : إذا كان)نقطة طرفیة  (aللدالة قیمة صغري نسبیة عند  )4(
    .b, c (x ; ) x(f  <) b(f   [   :إذا كان)نقطة طرفیة  (b        للدالة قیمة صغري نسبیة عند 

  
  

   فأنھ یمكن أن یكون لھا قیمة قصوى محلیة كما یلي [b ,a) أو (a , b]متصلة على الفترة  f  إذا كانت الدالة
  

                                      
  ) 2(الشكل )                                                              1(    الشكل 

               Aو قیمة صغرى محلیة عند    Bللدالة قیمة عظمى محلیة عند  ) 2 ، 1( في الشكلین 
             

               
  )4(                                       الشكل )                 3(            الشكل 

  
  
  
  

Create PDF files without this message by purchasing novaPDF printer (http://www.novapdf.com)

http://www.novapdf.com
http://www.novapdf.com
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  ) 6(الشكل )                                                            5(     الشكل 

  
  

   تمارین
              لكل تمرین مما یلي أوجد

  .أوجد النقاط الحرجة   ) أ(
 .عین فترات التزاید و التناقص   ) ب(
 .عین القیم القصوى المحلیة   ) ت(

(1) f(x) = -x3 +3x2 -4 
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………… 

(2) 1
)( 2 


x
xxf       

……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………… 
…………………………………………………………………………………… 
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 (3) 1
43)(



x

xxf  
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………… 

  
    المطلقة القصوى القیم  

    [a , b] متصلة على الفترة f إذا كانت الدالة   :تعریف
 x( f>) c(f    ( , b , a [x[   : إذا كانcللدالة قیمة عظمي مطلقة عند  )1(
   x( f<) c(f    ( , b , a [x[   : إذا كانcللدالة قیمة صغري مطلقة عند  )2(

  في الأشكال التالیة حدد النقاط التي یكون للدالة عندھا قیم قصوى مطلقة :  تمرین 
  
 

              
  )     2(شكل )                                                1(            شكل 
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  )4(شكل )                                                           3(شكل 

  
   لإیجاد) جبریة (استخدم طرق تحلیلیة  :تمارین   

 .النقاط الحرجة   ) أ(
  .القیم القصوى المحلیة أن وجدت   ) ب(
 .قیم القصوى المطلقة أن وجدت ال  ) ت(

                                     x2 +x+1                            ; -2 ≤  x ≤0 
(1) f(x)   = 

                                      2x+1                                ; 0 > x  ≥ 3 
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………................. 
                                          

(2)  73)( 23
3
1  xxxxf                                    ;x [ -3 , 4 ]  

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

Create PDF files without this message by purchasing novaPDF printer (http://www.novapdf.com)

http://www.novapdf.com
http://www.novapdf.com
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     (3) y = csc x                                                              ; 0 < x <                                          
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………................. 

 
   التقعر

                    
  

                     
  

  اختبار التقعر
  دالة یكونفأن منحي ال I على الفترة المفتوحة   قابلة للاشتقاق مرتین  y=f(x) إذا كانت للدالة 

     .f //(x) >0مقعر للأعلى إذا كانت ) أ(
   .f //(x) <0مقعر للأسفل إذا كانت ) ب(
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  ) الانعطاف (نقطة الانقلاب 
 فأن a و كان منحني الدالة یغیر تقعره عند a التي تحتوي العدد I  دالة متصلة على الفترة المفتوحة fإذا كانت  

  . للمنحني ) انعطاف ( لاب  تسمي نقطة انق(a , f (a)) النقطة 
  

   وقیمة صغري محلیة  x1  من الدرجة الثالثة ولھا قیمة عظمي محلیة عند f (x)إذا كانت الدالة  :  ملاحظة

2 فأن للدالة نقطة انقلاب عند   x2عند 
21 xx 

    
     

                                                           
  
  

 
 
 
 

لإیجاد  )جبریة (استخدم طرق تحلیلیة : تمارین  
 النقاط الحرجة  ) أ(
  .فترات التزاید و التناقص   ) ب(
 . المحلیةالقصوىالقیم   ) ت(
 .فترات التقعر  ) ث(
  . نقاط الانعطاف   ) ج(

 
(2) f(x) =x3 -3x +1 

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

......................................................................................................................................

...................................................................................................................................... 
 
 

  دالة كثیرة حدود من f (x):في الشكل المقابل 
  x  =1الدرجة الثالثة لھا قیمة صغري محلیة عند 

   x =3  وقیمة عظمي محلیة عند 
 x =2ونقطة انعطاف عند 
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(3) f(x) = x3-3x2 +3x-2 
......................................................................................................................................
......................................................................................................................................
......................................................................................................................................
......................................................................................................................................
......................................................................................................................................
......................................................................................................................................
......................................................................................................................................
......................................................................................................................................
......................................................................................................................................
......................................................................................................................................
......................................................................................................................................
......................................................................................................................................
...................................................................................................................................... 
 

(4) f(x) = 42 x  
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………................. 

 

(5) f(x) = 4
1

2 


x
x

 
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………................. 
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(6) y = 3
2 x4 +4x3 - 9x2 +10     

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………................. 

  
  )اختبار المشتقة الثانیة (القیم القصوى المحلیة والمشتقة الثانیة 

  
 وقیمة صغرى  x1دالة فیمھ عظمي محلیة عند ل  موجودة وكان لf //(x) مشتقة ثانیة أي f(x)إذا كانت للدالة 

   فأنھ x2حلیة عند م
f //(x1)  < 0                                                   ;  f //(x2) > 0  

                                              

          
     

          f //(x)                                                  f / (x)                                 f  (x)                 
    x =3 وقیمة صغرى محلیة عند x = -1  قیمة عظمي محلیة عند  f  (x)للدالة

    f / (-1) = 0                    ;            f //(-1) = -  
    f / (3) = 0                     ;            f //(3)  = + 

  إذا كان : ملاحظة 
 f / (x1) = 0                      ;            f //(x1) = 0   

  .ویستخدم اختبار المشتقة الأولي . یفشل اختبار المشتقة الثانیة 
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  -:تمارین 
  )أن وجد  ( في التمارین التالیة أوجد

  .النقاط الحرجة   ) أ(
 )استخدم اختبار المشتقة الثانیة (القیم القصوى المحلیة   ) ب(
 . نعطاف فترات التقعر ونقاط الا  ) ت(

  
(1) y =(x-1)2 (x+1)2  

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

(2) 12 


x
xy  

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………........ 
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(3)  1)( 2  xxxf    
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………. 
(4) 

  وعین فترات التزاید و التناقص والقیم القصوى المحلیة و  f(x) , f /(x) , f // (x): في الشكل التالي عین 
  ) .أن وجد (فترات التقعر ونقاط الانقلاب 
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(5) 

   –زوجیة   و ھي دالةكثیرة حدود من الدرجة الرابعة من الرسم  البیاني لدالة الشكل التالي ھو جزء  
  . f (x)أكمل الشكل البیاني للدالة   ) أ(
 .عین النقاط الحرجة   ) ب(
 .عین فترات التزاید و التناقص القیم القصوى المحلیة  ) ت(
   . عین فترات التقعر ونقاط الانقلاب   ) ث(

 

               
 
 (6)                       

یعطي بعض قیم الدالة ومشتقاتھا  متصلة وقابلة للاشتقاق والجدول التالي   نسبیةدالة           f (x)      
 

x -3 -2 -1 0 1 2 3 
f (x) 1.2 4/3 1 0 1/3 0.5 0.6 
f /(x) 0.06 0 -1 0 1/3 0.1 0.08 
f //(x) 0.01 -2/9 -2 2 -2/9 -0.1 -0.04 

 
  .النقاط الحرجة ) أ(أوجد 
 .ات التزاید و التناقص والقیم القصوى المحلیة فتر  ) ب(

     . فترات التقعر و نقاط الانقلاب ) ج  ( 
..................................................................................................................................

..................................................................................................................................
..................................................................................................................................

..................................................................................................................................
..................................................................................................................................

..................................................................................................................................
..................................................................................................................................  
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