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 اياتـر و النهمعدلات التغيّ                                          
  : معلومات رياضية

  فإن :  2x إلى  1x من x وتغيرت y = f ( x )  إذا كانت     

    x التغير في    :  ∆ x = 12 xx    

    y التغير في    : ∆  y = 12 yy   = )()( 12 xfxf       

   : x بالنسبة إلى   y = f ( x ) الدالة متوسط تغيرّويكون      

                    
12

12 )()(

xx

xfxf

x

y








   or  
12

12

xx

yy

x

y








 = التغيرّ متوسط   

 السرعة المتوسطة :   

                                  
t

y




  الزمن . t ، المسافة  yحيث       السرعة المتوسطة = 

 :مثال  
سقوطا ً حرا ً تعطى بالعلاقة المسافة التي يقطعها جسم سقط  فإذا كانتسقطت صخرة من قمة جبل ،    

2
16 ty  

 ft / s 32                                                                           السرعة المتوسطة خلال أول ثانيتين  أوجد  (أ    

..................................................................................................................................................................................................................... 

.....................................................................................................................................................................................................................
 

..................................................................................................................................................................................................................... 

..................................................................................................................................................................................................................... 

....................................................................................................................................................................................................................
 

                                                     t = 2        64 + 16 h  عند اللحظة ( ةلحظيالسرعة ال )الصخرة أوجد سرعة   (ب   
..................................................................................................................................................................................................................... 

.....................................................................................................................................................................................................................
 

..................................................................................................................................................................................................................... 

.....................................................................................................................................................................................................................
 

..................................................................................................................................................................................................................... 

 :  عند نقطةتعريف النهاية    

 إذا أمكن جعل الفرق بين.  cمن    x  عندما تقترب L   يكون لها نهاية  f  عددين حقيقيين ، فالدالة L , c   إذا كان  

  f ( x )   وL  قريبا ً من الصفر أو يساويه بأخذ قيم للمتغير x  قريبة جدا ً من c ; cxوتكتب Lxf
cx




)(lim  

  حيث ( ب ) المثال السابقونرى ذلك في    
h   0
lim  ( 64  16 h )  64


  
  أن الدالة غير معرفة عند تلك النقطةمن رغم بالعند نقطة  نهاية الدالة موجودةقد تكون  . 

),( 22 yx

),( 11 yx
12 yy 

12 xx 
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              f ( x ) = L  : إيجـــاد نهاية دالة بيانيــاً
cx

lim f ( x) =
cx

lim  f ( x ) = L    
cx

lim    

  :م الشكل المجاور واملأ كلًا من الفراغات الآتية بما يناسب لتحصل على عبارة صحيحة دتخاس (1تمرين )

 


 
f
 
(1 ) = . . . . . . . . . . . . . . . .  .            

 
f
 
(4 ) = . . . . . . . . . . . . . . ..   

  lim
0x
 f

 
( x ) =. . . . . .. . . . . . . . .  .              lim

3x
 f

 
( x ) =. . . . . . . . . . . . . . . .   

  lim
2x

 f
 
( x ) =. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  lim

1


x
 f

 
( x ) = . . . . . . . . . . . .  . . . . 

 lim
1


x
 f

 
( x ) = . . . . . . . . . . . . . . . .    lim

1x
 f

 
( x ) . . . . . . . . . . . . . . . . .   

 lim
3x
 f

 
( x ) = . . . . . . . . . . . . . . .  .   lim

4x
 f

 
( x ) = . . . . . . . . . . . . . . . . . 

 

 
  

  
f
 
(-1 ) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. .     

 
f
 
(2 ) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..  . .    

  lim
2x f

 
(x ) = . . . . . .. . . . . . . . . . . . .      lim

0x
  f

 
( x ) =. . . . . . . . . . . . . . . .                                                                                                       

 lim
2x
 f

 
( x ) =. . . . . . . . . . . . . . . . . . 

 
lim

1


x
 f

 
( x ) = . . . . . . . . . . . .  . . . . 

 lim
1


x
 f

 
( x ) = . . . . . . . . . . . . . . . .    lim

1x
 f

 
( x ) = . . . . . . . . . . . . . . . . . 

 lim
2x  f

 
( x ) = . . . . . . . . . . . . . . .  .   lim

3x
 f

 
( x ) = . . . . . . . . . . . . . . . . . 

    مجموعة قيمc 2  التي عندها)(lim 


xf
cx

   ........................................................................ هي   
  

         


  
f
 
( 1 ) = . . . . . . . . . . . . . . . . .        

  
f
 
(5 ) = . . . . . . . . . . . . . . . . .                                                                                                                           

   lim
1x
  f

 
( x ) =. . . . . . . . . . . . . . . .     lim

2x
 f

 
( x ) =. . . . . . . . . . . . . . . . 

 lim
0


x
 f

 
( x ) = . . . . . . . . . . . .  . .      lim

0


x
 f

 
( x ) = . . . . . . . . . . . . . . . 

  lim
3x
 f

 
( x ) = . . . . . . . . . . . . . . .        lim

4x
 f

 
( x ) . . . . . . . . . . . . . . . 

    مجموعة قيمc 1 التي عندها)(lim 


xf
cx
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  :ر واملأ كلًا من الفراغات الآتية بما يناسب لتحصل على عبارة صحيحة م الشكل المجاوداستخ (2تمرين )

 
 lim

4x
 f

 
( x ) . . . . . . . . . . . . . . . .          lim

2


x
 f

 
( x )  . . . . . . . . . . . . . . . . .     

 lim0x    f
 
( x ) . . . . . . . . . . . . . .        lim

2x
 f

 
( x ) . . . . . . . . . . . . . .     

 lim
3x
 f

 2
( x ) . . . . . . . . . . .  . .         lim

2x
 f

 
( x ) . . . . . . . . . . . . . .  


 lim

1x
   f

 
(  x ) . . . . . . . . . . . . . . .  .    lim

3x
  2- f

 
(  x ) . . . . . . . . . . . . . . . . . .   

❊
  

lim
3x 3)(

9)(
2





xf

xf
  . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . .  .. . . . . . . . . . . . . . 

.. . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . .  .. . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . 

 
 

3
lim
x

 f
 
( x ) =. . . . . . . . . . . . . . . . .    lim

2


x
 f

 
( x ) =. . .. . . . . . .. . . . . . . .  

 lim
4x
 f

 
( x ) = . . . . . . . . . . . . . . . . .     lim

2x  f
 
( x ) = . . . . . . . . . . . .  . . . .   


 lim

2x    f
 
( x ) =. . . . . . . . . . . .     

  
 f

 
( 1 ) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

 lim
0x
 f

 
( x ) =. . . . . . . . . . . . . . . .      lim

4x
 f

 
( x ) =. . . . . . . . . . . . . .  . 

 lim
1


x
 f

 
( x ) =. . . . . . . . . . . . . . . .    lim

1x
 f

 
( x ) =. . . . . . . . . . . . . .  .  

❊ lim
1x 2)(
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2




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 
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1x
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( x ) =. . . . . . . . . . . . . . . .   lim

3x
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( x ) =. . . . . . . . . . . . . .  


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(  x ) =. . . . . . . . . . . . . .  
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1x
g

 
(  x ) =. . . . . . . . . . . . . . .  


 lim

2
9x
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( x ) = . . . . . . . . . . . . . . . 

 lim
0x 1

2)(





x

xg
=. . . . . . . . . . . . . 

. .

   

 lim
2x

 
g

 
( x ) =. . . . . . . . . . . . . . . .   lim

1


x 1)(

2





xg

x
 =. . . . . . . . . .  

❊ lim
1x
| g
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 ( 3تمرين )  
.

   اعتمد على ذلك في الإجابة عن الأسئلة التالية : fالشكل المقابل يمثل بيان الدالة      

   lim
0x
 f

 
( x ). . . . . . . . . . . . . . . .  .    

 lim
4x
     f

 
( x )  . . . . . . . . . . . . . . .  . 

   lim
1x
    f

 
( x )   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

   lim
3x

 ( | f ( x ) | + [ x ] ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . .
 

 lim
2x 1)(

1)(2





xf

xf
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. .. . . . . . . . . . . . . . .  

   ما مجموعة النقاط التي تكون عندها فقط النهاية للدالة f
 
( x )   1 من اليمين تساوي . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . .   . 

   ما مجموعة النقاط التي تكون عندها النهاية موجودة   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
   ما مجموعة النقاط التي تكون عندها فقط النهاية من اليسار موجودة

    . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
 

    :تيةالآ استخدم الشكل المجاور وأجب عن الأسئلة        

                                                                                                             
0

lim
x

 
)(

1

xf
 =. . . . . . . . . . . . . . . . .    

2
lim
x )(

2

xf

x 
=. . . . . . . . . . . . . . . . . .  

 لتحديد التعويض استخدام يمكن لا لماذا فسر 
1

)(

x

xflim
1


x
 النهاية أوجد ثم 

                                                 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .    

                                                 . . . . . .
 

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . .  .. . . . . . . . . . . . . . . .
 

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

                                                                                                               . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

.. . . . . . . . . . . .  .. . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . .  .. . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . .  

.. . . . . . . . . .  . . . . . . .  . . . . . . .  . . . . . . . . .  . . . .  . . . . . . . . . . .   . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . .  . . . . . .  . . . . . . .  . . . . . .  . . . . . . 

 لتحديد التعويض استخدام يمكن لا لماذا فسر 
3

)(

x

xflim
3x

   النهاية أوجد ثم 
.. . . . . . . . . . . .  .. . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . .  .. . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . .  
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